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Annomayusn: B smotl cmamve ucciedyemcs 00HO3HAYHOe peuleHue HelOKANIbHOU
VCI0BHOU 3A0a4U O NPOCMPAHCMBEHHBIX NEPEMEHHBIX 051 BOIHOB020 YPABHEHUsL OPOOHO20
nopsoka. mo 6vl1 Memoo pazoeneHusi NePpeMeHHbIX ¢ UCNOIb30BAHUEM PeuleHUsl 3a0ayu
Kowu ons ypasnenus opodbHnozo nopsoka, a maxkice Memooos OyeHKU QyHKYuYu Mummaza-
Jeggnepa.

Knrwoueevie cnosa: gyuxkyus mummaea-Jlegpgpnepa, OpobHas ynopsaooweHHas
npouseoonas I unvgepa; onrnosoe ypaguenue, 3aoada Kowu; memoo @ypuve.

Annotation: this article explores the one-valued solvability of a non-trivial
conditional issue on spatial variables for a fractional order wave equation. This involved
a method of separation of variables, using the Cauchy problem solution for the fractional
order equation as well as Mittag-Leffler function estimation methods.

Keywords: Mittag-Leffler function, Hilfer fraction ordered derivative; wave
equation;, Cauchy question, Fourier method.

Annotatsiya: Ushbu maqolada kasr tartibli to‘lgin tenglamasi uchun fazoviy
o zgaruvchilar bo ‘yicha nolokal shartli masalaning bir qgiymatli yechilishi tadqiq etilgan.
Bunda o ‘zgaruvchilarni ajratish usuli bo ‘lib, kasr tartibli tenglama uchun Koshi masalasi
vechimi hamda Mittag-Leffler funksiyasi baholash usullaridan foydalanilgan.

Kalit so‘zlar: Mittag-Leffler funksiyasi, Xilfer kasr tartibli hosilasi; to ‘lgin
tenglamasi; Koshi masalasi; Furye usuli.

Ma’lumki, xususiy hosilali differensial tenglamalar fizika, mexanika, biologiya,
kimyo va boshga ko‘plab amaliyotga bog‘langan fanlardagi jarayonlarni matematik
modellashtirishda muhim ahamiyat kasb etadi [1-4]. Oxirgi yillarda bunday matematik
modellarni mukkamallashtirishda kasr tartibli hosilalar qatnashgan turli xususiy hosilali
differensial tenglamalardan foydalanilyapti [5-6]. Bunga kasr tartibli analizning o‘ziga xos
usullari ishlab chiqgilgani ham asos bo‘lib xizmat qilmoqda [7-8]. Kasr tartibli hosilalar
asosan vaqt o‘zgaruvchisiga nisbatan qo‘llanilayotganining ham o‘ziga xos sabablari
bo‘lib, bu xotira effekti, g‘ovak mubhitlar bilan bog‘liqdir [9]. Tadqiqotning asosiy usuli
o‘zgaruvchilarni ajratish usuli bo‘lib, kasr tartibli tenglama uchun Koshi masalasi yechimi
hamda Mittag-Leffler funksiyasi bahosidan foydalanamiz. Fazoviy o‘zgaruvchilar
bo‘yicha nolokal shart berilganda Furye usuli (o‘zgaruvchilarni ajratish usuli) o‘z-o‘ziga
qo‘shma bo‘lmagan spektral masala bilan ishlashni taqazo qiladi. Bu holatlarda yechim
biortogonal gator ko‘rinishida qidiriladi. Bizning holatda nolokal shartlar bunday holatga
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kelmaydi. O‘z-o°‘ziga qo‘shma masala tufayli sinus-Furye gatoriga yoyilgan yechimni
tadqiq etishda katta qiyinchiliklarga duch kelmaymiz. Bunday nolokal shartlarning kelib
chiqishi Ionkin-Samarskiylarning ishiga borib taqaladi va muayyan fizik jarayonni
matematik modellashtirishda qo‘llaniladi.

Quyidagi
D(()ta,b)mu(x,y,t) = Uxx(x,y,t) + Uyy(x,y,t) (1)

tenglamani W= {(x,y,t) 0<t<T,0<x<L0<y< 1} sohada tadqiq etamiz. Bu
yerda a, b -shunday haqiyqiy sonlarki, 1 < a,b J 2 va

2
a -a >I<CZ -m -
DOy = 17 >§E§Jg§; @01 B
a,b tartibli, mO E), 1% tipdagi umumlashgan Xilfer kasr tartibli operator [10, 11], / ({t
esa

1 t
If6)= ——71(- 2)" 'fz)dz, 1> 0 3)

t Q)

formula bilan aniglanuvchi j -tartibli Riman-Liuvill integral operatori [7].

(1) tenglama uchun W sohada quyidagi masalani taqdim etamiz:

Masala. (1) tenglamaning W sohadagi quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi
regulyar yechimi topilsin:

u (0,y,6)- hu(0,y,t)= 0, u (Ly,t)- hu(Ly,t)=0,0J yJ L,0<¢J T,4)

uy(x,O,t)— ku(x,0,t) = 0, uy(x, Lt)- ku(x,Lt)= 0, 0J xJ 1,0<¢J T,(5)

lim 7" ™ w0y = (6,9),07 xT L 0J y T 1 (6)

1o O
. d (- mx2- b) _
lim —1/ U(X,y,t)_y(x,y), 0<x< 19 0<y< 19 (7)
®0 Jt
bu yerda j (x,y),y (x,y) - berilgan funksiyalar, &,k (i = 1,2) - berilgan hagqiqiy sonlar.

Ta’rif. (1) tenglamaning W sohadagi regulyar yechimi deb shunday u (x,y,t )
funksiyaga aytiladiki u

Do(ta,b)mu (x’y,l‘)oc (V\D, uxx (x’y,t), uyy (x’y’t)oc (V\Da t(l- m)(2- b)u (x,y,t)OC @

regulyarlik shartlarini hamda W sohada (1) tenglamani qanoatlantiradi.
Masalani o‘zgaruvchilarni ajratish usuli bilan tadqiq etamiz. Bunda masala yechimi

ueri)= e U, OX, G, 6) ®

m,n=0
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ko‘rinishda qidiriladi, bu yerda U o (t ) noma’lum funksiyalar bo‘lib, ularni topish uchun

keyinchalik mos nolokal shartli masalaga kelinadi. Bu yerda X, (x ), Y, (y ) funksiyalar

sistemasi Furye usulini qo‘llashdan kelib chiqqan quyidagi spectral masalaning xos
funksiyalaridir:

Z"(z)+ 1’Z(z)=0, 0<z<l;
Z'(0)-d,Z(0)=0, Z'(1)+d,Z(1)=0.
Bu masalaning xos sonlari
Mo dd,
do+d, wu(d+d,)
tenglamaning musbat ildizlari, ularga mos xos funksiyalar esa
Z,(z)=+Je, (g, cos pyz +d,sing,z), keN
2(pf +d3)
zZ, = .
' (,UJ? + dlz)(/u;? + d22)+ (dl + dz)(ﬂ;f + dldz)

Bu xos funksiyalar sistemasi kvadrati bilan jamlanuvchi funksiyalar sinfida to‘la
ortonormal sistema tashkil etadi.

ctg =

U o (t ) noma’lum funksiyalarni topish uchun (8) ni (1) tenglamaga va (6), (7)

boshlang‘ich shartlarga qo‘yamiz va  o‘zgaruvchiga nisbatan quyidagi boshlang‘ich
masalani olamiz:

ey, @) m U, (€)= o

I;ﬂtl®n(}]$ X b)(]m,n (t): ] m.,n’ ©)
1. d (- m)-

flim =15, ()= v,

Buyerda m, = (np)2 + (mp)z, m,n ON, j ma V4 Y, lar esa mos ravishda J (x,y)

va ) (x ,y) funksiyalarning Furye koeffitsiyentlaridir.
(9) masalaning yechimi

Um,n (t): -] m,ntg- 1E‘d,g (- mm,ntd)+ ym,ntg- 2Ed,g— 1 (- mm,ntd) (10)
ko‘rinishida yoziladi. Bu yerda

r k
z
g=b+m2- b)d=b+ma-b)E  (z)e —F—=-
( ) ( ) ’b()k_()G(Clk'i' b)
ikki karrali Mittag-Leffler funksiyasi [4].
(8) formula bilan berilgan cheksiz qatorning tekis yaqinlashishini isbotlash uchun U (t)
ni baholab olamiz. Buning uchun

£, ) 15\2\ (11)
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bahodan foydalanamiz [4].

%

O

g, 2

G T
1qmt\&‘1+wxfw “_ng“”

yoki

(13)

j/. n C2 u ‘ym,n ‘ .
O +
‘m ‘ " d+1-g ‘mm’n‘ wtd+2—g
(12) ni (13) shaklda yozib olish bizni ahamiyati kata bo‘Ilmagan konstantalarni ixchamroq yozib
olishga imkon beradi. (13) ni hisobga olsak (8) dan

‘u(x,y,z‘j] er li’”’"‘ | +Lvm,n

d+1-
zo‘m ‘ t o ‘m ‘ t
m,n m,n

ni olish mumkin. u__ (x, v, l‘), u, (x, y,t)funksiyalarga mos keluvchi cheksiz qatorlar uchun

X
c, | c,

U (x,y,t J e —j/ +—\y )

xx o pdr1-g|t mn a2 g| P om

r X
(xytj‘] e td+l g|t mmn a2 g Lym g (15)

=0

% (14)

d+2- g

M
el

baho kerak bo‘ladi. (14) va (15) da |

=-—— va Parseval tengligidan
/'lm,n /um,n

mn

foydalansak

2 2

.

2

_I_

TACRTE LIRS I X I T SN R
‘uyy (x,y,tj J ¢, t u/'y i \yy i

ni olamiz. Bu esa u (x, V.t ) va u_ (x, V.t ) funksiyalarga mos keluvchi cheksiz qatorlarning

2

+

2 2

tekis yaqinlashishini isbotlaydi.
Masala yechimining yagonaligi fazoviy o‘zgaruvchilar bo‘yicha olingan sistemalarning
to‘la ortonormal basis tashkil etishidan kelib chiqadi [12, 13]. Demak, quyidagi tasdiq o‘rinli:

Teorema. Agar
o(x.), v (x,y)eC([0.1]x[0,1]),

0.(%2), v (x.2) e L((0.1)x(0,1)), ¢, (x,3), w, (x.7) € L,((0.,1) x(0,1))
bo ‘Isa, u holda masala yagona yechimga ega va u (8) ko ‘rinishda topiladi.
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