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Аннотация: В этой статье исследуется однозначное решение нелокальной 
условной задачи о пространственных переменных для волнового уравнения дробного 
порядка. Это был метод разделения переменных с использованием решения задачи 
Коши для уравнения дробного порядка, а также методов оценки функции миттага-
Леффлера. 

Ключевые слова: функция миттага-Леффлера, дробная упорядоченная 
производная Гильфера; волновое уравнение; задача Коши; метод Фурье. 

Annotation: this article explores the one-valued solvability of a non-trivial 
conditional issue on spatial variables for a fractional order wave equation. This involved 
a method of separation of variables, using the Cauchy problem solution for the fractional 
order equation as well as Mittag-Leffler function estimation methods. 

Keywords: Mittag-Leffler function, Hilfer fraction ordered derivative; wave 
equation; Cauchy question; Fourier method. 

Annotatsiya: Ushbu maqolada kasr tartibli toʻlqin tenglamasi uchun fazoviy 
oʻzgaruvchilar boʻyicha nolokal shartli masalaning bir qiymatli yechilishi tadqiq etilgan. 
Bunda oʻzgaruvchilarni ajratish usuli boʻlib, kasr tartibli tenglama uchun Koshi masalasi 
yechimi hamda Mittag-Leffler funksiyasi baholash usullaridan foydalanilgan. 

Kalit soʻzlar: Mittag-Leffler funksiyasi, Xilfer kasr tartibli hosilasi; toʻlqin 
tenglamasi; Koshi masalasi; Furye usuli. 

 

Ma’lumki, xususiy hosilali differensial tenglamalar fizika, mexanika, biologiya, 
kimyo va boshqa koʻplab amaliyotga bogʻlangan fanlardagi jarayonlarni matematik 
modellashtirishda muhim ahamiyat kasb etadi [1-4]. Oxirgi yillarda bunday matematik 
modellarni mukkamallashtirishda kasr tartibli hosilalar qatnashgan turli xususiy hosilali 
differensial tenglamalardan foydalanilyapti [5-6]. Bunga kasr tartibli analizning oʻziga xos 
usullari ishlab chiqilgani ham asos boʻlib xizmat qilmoqda [7-8]. Kasr tartibli hosilalar 
asosan vaqt oʻzgaruvchisiga nisbatan qoʻllanilayotganining ham oʻziga xos sabablari 
boʻlib, bu xotira effekti, gʻovak muhitlar bilan bogʻliqdir [9]. Tadqiqotning asosiy usuli 
oʻzgaruvchilarni ajratish usuli boʻlib, kasr tartibli tenglama uchun Koshi masalasi yechimi 
hamda Mittag-Leffler funksiyasi bahosidan foydalanamiz. Fazoviy oʻzgaruvchilar 
boʻyicha nolokal shart berilganda Furye usuli (oʻzgaruvchilarni ajratish usuli) oʻz-oʻziga 
qoʻshma boʻlmagan spektral masala bilan ishlashni taqazo qiladi. Bu holatlarda yechim 
biortogonal qator koʻrinishida qidiriladi. Bizning holatda nolokal shartlar bunday holatga 
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kelmaydi. Oʻz-oʻziga qoʻshma masala tufayli sinus-Furye qatoriga yoyilgan yechimni 
tadqiq etishda katta qiyinchiliklarga duch kelmaymiz. Bunday nolokal shartlarning kelib 
chiqishi Ionkin-Samarskiylarning ishiga borib taqaladi va muayyan fizik jarayonni 
matematik modellashtirishda qoʻllaniladi.  

Quyidagi  
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formula bilan aniqlanuvchi j -tartibli Riman-Liuvill integral operatori [7].  

(1) tenglama uchun W sohada quyidagi masalani taqdim etamiz: 

Masala. (1) tenglamaning W sohadagi quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi 
regulyar yechimi topilsin: 
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bu yerda ( , )x yj , ( , )x yy  - berilgan funksiyalar,  , 1,2i ih k i  - berilgan haqiqiy sonlar. 

Ta’rif. (1) tenglamaning W sohadagi regulyar yechimi deb shunday ( ), ,u x y t  

funksiyaga aytiladiki u  
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regulyarlik shartlarini hamda W sohada (1) tenglamani qanoatlantiradi.  
Masalani oʻzgaruvchilarni ajratish usuli bilan tadqiq etamiz. Bunda masala yechimi  
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koʻrinishda qidiriladi, bu yerda ( ),m n
U t  noma’lum funksiyalar boʻlib, ularni topish uchun 

keyinchalik mos nolokal shartli masalaga kelinadi. Bu yerda    ,m nX x Y y  funksiyalar 
sistemasi Furye usulini qoʻllashdan kelib chiqqan quyidagi spectral masalaning xos 
funksiyalaridir: 
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Bu xos funksiyalar sistemasi kvadrati bilan jamlanuvchi funksiyalar sinfida toʻla 
ortonormal sistema tashkil etadi. 

( ),m n
U t  noma’lum funksiyalarni topish uchun (8) ni (1) tenglamaga va (6), (7) 

boshlangʻich shartlarga qoʻyamiz va t oʻzgaruvchiga nisbatan quyidagi boshlangʻich 
masalani olamiz: 
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ikki karrali Mittag-Leffler funksiyasi [4].  

 (8) formula bilan berilgan cheksiz qatorning tekis yaqinlashishini isbotlash uchun ( ),m n
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bahodan foydalanamiz [4].  
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(12) ni (13) shaklda yozib olish bizni ahamiyati kata boʻlmagan konstantalarni ixchamroq yozib 
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foydalansak  
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tekis yaqinlashishini isbotlaydi.  
 Masala yechimining yagonaligi fazoviy oʻzgaruvchilar boʻyicha olingan sistemalarning 
toʻla ortonormal basis tashkil etishidan kelib chiqadi [12, 13]. Demak, quyidagi tasdiq oʻrinli: 

 Teorema. Agar  

        , , , 0,1 0,1 ,x y x y C   

                 2 2, , , 0,1 0,1 , , , , 0,1 0,1x x y yx y x y L x y x y L        

boʻlsa, u holda masala yagona yechimga ega va u (8) koʻrinishda topiladi. 
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